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C¢WICZENIE WYZNACZANIE MOMENTU BEZWLADNOSCI CIAL METODA
1 WAHADLA FIZYCZNEGO GRAWITACYINEGO I
SPRAWDZANIE TWIERDZENIA STEINERA

Cel ¢éwiczenia: Doswiadczalne potwierdzenie twierdzenia Steinera, wyznaczenie momentu
bezwtadnosci réznych bryt wzgledem osi srodkowych
Zagadnienia: Dynamika bryly sztywnej, twierdzenie Steinera, wahadto fizyczne

1 Wprowadzenie:

Celem tego ¢wiczenia jest doswiadczalne wyznaczenie momentu bezwladnosci ciata oraz
eksperymentalne potwierdzenie stusznosci twierdzenia Steinera. Nim jednak przejdziemy do
opisu doswiadczenia musimy zapoznac¢ sie z kilkoma zagadnieniami dotyczacymi dynamiki
szczegoblnego przypadku uktadu punktéw materialnych jakim jest bryta sztywna. Pod pojeciem
bryty sztywnej rozumiemy ciato, ktore nie ulega odksztatceniom pod wptywem dziatajacych sit.
Inaczej méwigc odlegtosci pomiedzy poszczegdlnymi punktami materialnymi tworzgcymi ciato sg
niezmienne. Oczywiscie ciata rzeczywiste sg tylko mniej lub bardziej zblizone do
wyidealizowanego pojecia bryty sztywnej, np. stal i drewno odksztatcaj sie w znikomym stopniu
pod wptywem zewnetrznych sit, w tym samym czasie galaretka 4

odksztatca sie juz pod wptywem znikomej sity.
Dowolny ruch bryly sztywnej mozna roztozy¢ na dwa rodzaje T,
ruchu: ruch postepowy i obrotowy. Ruchem postepowym bryty nooT

sztywnej nazywamy ruch w ktéorym w dowolnej chwili czasu
odcinek taczacy dwa dowolne punkty bryty sztywnej pozostaje —
rownolegty do siebie w réznych chwilach czasu. W ruchu
postepowym bryty sztywnej wszystkie punkty tworzace te bryte >
poruszajg sie z takg samg predkoscig i przyspieszeniem, dlatego

tez ruch postepowy mozna sprowadzi¢ do ruchu érodka masy bryly. Srodek masy bryly definiuje
sie jako:

S5 _ xmn
7, = I (1)

W przypadku jednorodnych bryt érodek masy jest ich $rodkiem geometrycznym. Srodek masy ma
te wtasnosé, ze (w wypadku ruchu postepowego) porusza sie tak jak punkt materialny o masie

catkowitej ukfadu, na ktory dziata sita bedaca wypadkowqg sit Rys. 1 Przykladowe pofozenie

zewnetrznych. $rodka ciezkoéci dla trzech
Ruch obrotowy bryty sztywnej charakteryzuje sie tym, ze wszystkie réznych mas

punkty bryty poruszajg sie po okregach, ktorych $rodki lezg na jednej prostej. Prostg tg nazywamy
osig obrotu. Poszczegdlne punkty bryty charakteryzujg sie tq sama predkoscig katowg i
przyspieszeniem katowym, rownoczesnie predkosci liniowe poszczegdlnych punktow bryly sg
rézne i zalezg od odlegtosci od osi obrotu R, predkosc liniowa v poszczegdlnych punktéw opisana
jest zaleznoscig v = wR gdzie w to predkos¢ katowa.

To w jaki sposdb poruszac¢ sie bedzie ciato pod wptywem przytozonej sity opisuje druga zasada
dynamiki, w przypadku ruchu postepowego wyrazona jest ona poprzez nastepujgce réwnanie

-

ma=F (2)
gdzie d jest przy$pieszeniem liniowym ciata o masie m a Fwypadkowa sitg dziatajaca na to ciato.
W przeciwienstwie do 2 zasady dynamiki dla punktu materialnego, napisanie tej zasady dynamiki



dla bryty sztywnej w przypadku ogdélnym nie jest proste. Ograniczajac sie do przypadku, gdy o$
obrotu nie porusza sie mozemy zapisac¢ 2 zasade dynamiki w postaci:
€=M (3)
gdzie I jest momentem bezwtadnosci, ¢ przy$pieszeniem katowym a M momentem sity. Moment
sity jest analogiem sity w ruchu postepowym, mdéwi nam on o tym z jakim przyspieszeniem
katowym bedzie poruszata sie bryta sztywna o okreslonym momencie bezwtadnosci. Moment
sity definiujemy jako iloczyn wektorowy wektora wodzacego 7 od osi obrotu do punktu
przylozenia sily F i tej sity:
M=#%xF (4)
Z definicji iloczynu wektorowego warto$¢ momentu sity jest réwna iloczynowi dtugosci wektora #
i F oraz sinusa kata pomiedzy nim
|M] = I71|F|sin(6) (5)
Wektor momentu bezwtadnosci jest prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory # i F.
Moment bezwiadnosci opisuje rozmieszczenie masy wokot osi obrotu. Definiuje sie go
jako sume iloczynéw mas poszczegodlnych punktéw bryly (mi) i kwadratéw odlegtosci
od danej osi (ri):
I=Ymr? (6)

Sens fizyczny momentu bezwtadnosci jest analogiczny do sensu fizycznego masy i informuje nas
o0 bezwtadnosci ciata czyli o tym jak ,trudno zmieni¢ jego ruch obrotowy” czyli nada¢ okreslone
przyspieszenie katowe (przyspieszenie katowe jest odwrotnie proporcjonalne do momentu
bezwtadnosci). Nalezy zauwazy¢, ze o ile w przypadku ruchu postepowego bezwtadnosé zalezy
tylko od catkowitej masy ciata, to w przypadku ruchu obrotowego odpowiednikiem bezwtadnosci
jest moment bezwiadnosci, ktéry zalezy réwniez od rozmieszczenia masy wokot osi obrotu.
Momenty bezwtadnosci dwdch ciat o tej samej masie ale réoznych wymiarach przestrzennych mogg
by¢ zupetnie rézne. Rédwnoczesnie zmieniajac 0$ obrotu wokoét ktérej obraca sie ciato zmieniamy
jego moment bezwtadnosci. W tabeli ponizej zaprezentowane sg wartosci momentu bezwtadnosci
kilku bryt o jednorodnym rozktadzie masy wzgledem wybranych osi symetrii przechodzacych
przez srodek masy:

Bryta Rodzaj osi Moment bezwtadnosci
Kula o promieniu R O$ przechodzaca przez 2R
$rodek 5
Walec o promieniu R Podtuzna o0$ symetrii lmRz
2
Pret o dtugosc¢ | O$ prostopadta do preta imlz
przechodzaca przez jego 12
srodek
Obrecz o promieniu R 0s prostopadta do mR?
ptaszczyzny obreczy
przechodzaca przez jej
Srodek

Wydrazony walec o Podtuzna o$ symetrii

1
—m(R? + R?
promieniu R, i R, 2 ™Rz + Ru)




Jak to juz zostato wspominanie moment bezwtadnosci danej bryty I
sztywnej zalezy od wyboru osi obrotu. Przy obliczaniu momentu 0
bezwtadnosci wzgledem niektéorych osi obrotu pomocne jest g
twierdzenie Steinera: Moment bezwiladnosci I bryly wzgledem
dowolnej osi obrotu réownolegtej do osi obrotu przechodzacej
przez $rodek masy ciala jest rowny sumie momentu
bezwitadnosci I, wzgledem osi obrotu przechodzacej przez
$érodek masy oraz iloczynu masy m tej bryly i kwadratu
odlegltosci d pomiedzy osiami obrotu:

Iy + md?

o

ﬂ_

Rys.2 Ilustracja twierdzenie
Steinera gdy ciato obraca sie

— 2
I=1Iy+md (7) wokoét  swojej osi symetrii
(zielona linia przerywana) oraz
osi oddalonej od niej o d (kolor

2 Zasada pomiaru i uktad pomiarowy czerwony).

O ile w przypadku prostych bryt sztywnych moment bezwtadnosci mozna
wyliczy¢ z definicji to w przypadku bardziej skomplikowanych ksztattow i ciat
niejednorodnych zadanie to staje sie problematyczne. Woéwczas pozostaje
eksperymentalne wyznaczenie momentu bezwtadnosci bryty. Jedng z metod
wyznaczania momentu bezwtadnosci ciata jest pomiar okresu drgan wahadta
fizycznego - czyli ciata wahajacego sie wokét osi nie przechodzacej przez
Srodek masy ciat. Jak to za chwile pokazemy okres drgan wahadta jest
bezposrednio zwigzany z jego momentem bezwitadnosci. Rysunek ponizej
przedstawia wahadto fizyczne obracajace sie wokot osi (niebieska kropka)
oddalonej o wektor d od $rodka masy. Sita ciezkosci przytozone jest w $rodku Rys. 3 Schemat

masy. Srodek masy, oznaczony czerwong kropka, wychylony jest o kat ¢ od ‘r’:’iaeg?g;‘iafia’gzzggol
potozenia réwnowagi. Na wahadto dziata sita ciezkoéci F = mg skierowana W gznacza o3 otfrotu, a

doét. Z sitg ta zwigzany jest moment sity M =d x F, ktory stara sie obrdci¢ czerwona srodek

wahadto w strone potozenia réwnowagi oraz przeciwnie do wychylenia. masy.
Réwnanie ruchu dla naszego wahadta przyjmie nastepujaca postac:

[E=mdx g (8)
Réwnanie to mozna przeksztatci¢ do nastepujacej postaci skalarnej

Ie = —mgdsin(¢) (9)

Gdzie, znak minus zwigzany jest z tym ze wypadkowy moment sity stara sie zawrdci¢ wahadto do
potozenia réwnowagi.

Dla matych katéow (np. dla 0.157 rad czyli 9° sin(p) rézni sie od ¢ o mniej niz 0.5%) wdwczas
mozna przyjac¢ ze sin(p) ~ ¢. Pamietajac, ze przyspieszenie katowe to nic innego jak druga
pochodna kata po czasie mozemy réwnanie (9) zapisac jako:

d?¢p
1= = —mgdo (10)
Co po drobnych przeksztatceniach przyjmuje postaé rownania oscylatora harmonicznego:
d’¢ mgd
de? r ¢= 0 (11)

Rozwigzaniem tego réwnania sq drgania harmoniczne, ktérych zalezno$¢ od czasu opisana jest
nastepujaca funkcjg ¢,sin(wt + 6), gdzie ¢, jest maksymalnym katem wychylenia wahadia, a 6
fazg drgan. Wazng cechg drgan harmonicznych jest to, ze okres ich drgan T jest niezalezny od

amplitudy drgan ¢, ani od fazy poczatkowej §. Wspé’rczynnika“’d w rownaniu 12 jest niczym innym

jak kwadratem czestosci kotowej (w = 27"), zatem okres drgan T wahadfa fizycznego wynosi:



I
T =2m ’m_gd (12)

Znajac mase bryly, odlegtos¢ srodka ciezkosci od osi obrotu oraz okres drgan mozna wyznaczy¢
moment bezwtadnosci:
T?mgd
I= W (13)
Nalezy zauwazy¢ ze stosujac te metode nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ momentu bezwtadnosci
wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy gdyz wowczas nasze wahadto nie bedzie drgato
(d=0 a zatem i moment sity wynosi 0). W takiej sytuacji mozemy skorzysta¢ z twierdzenia
Steinera i wyliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez sSrodek masy.
Wiemy juz jak obliczy¢ moment bezwiadnosci postugujac sie wahadtem fizycznym
jednakze jednym z celdéw tego ¢wiczenia jest rowniez eksperymentalne potwierdzenie stusznosci
twierdzenia Steinera. Jezeli twierdzenie Steinera jest stuszne to moment bezwiadnosci badanej
bryty mozemy wyrazi¢ jako I = I, + md?, a wzor na okres drgan wahadta jako:
Ip+md?
mgd
Podnoszac to réwnanie stronami do kwadratu i dokonujac kilku drobnych przeksztatcen
otrzymujemy nastepujacq zaleznosc:

T =2m (14)

T?gd — 4m?d? = %IO = const =C (15)
Wida¢ ze dla danej bryty wielko$¢ T?gd — 4m?d? jest stata i nie zalezy od wybranej osi obrotu jest
to tak zwany niezmiennik wahadta fizycznego. Jezeli twierdzenie Steinera jest stuszne to wielkos¢
C obliczona dla réznych osi obrotu powinna by¢ jednakowa w granicy niepewnosci pomiarowej.
ROwnoczesnie na podstawie wielkosci € mozemy wyznaczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi
przechodzacej przez $rodek ciezkosci:

=" ¢ (16)

412
Twierdzenie Steinera mozemy réwniez potwierdzi¢ w inny sposéb, réwnanie 14 mozna
przeksztatci¢ do postaci:

d-T2=—210+—2d2 (17)

Oznaczajac dT? =y, d? = x, mozemy rownanie (17) zapisa¢ w postaci rownania linii prostej y =
ax + b gdziea = ‘%2, ab= %Io- Zatem jezeli twierdzenie Steinera jest stuszne to wykres zaleznosci
d-T? od d? powinien by¢ linig prostg. Co wiecej wspdtczynnik przeciecia z osig y wynoszacy b =
glo pozwala na okreslenie momentu bezwtadnosci badanej brylty wzgledem osi przechodzacej

przez srodek masy:

0= s (18)
Dodatkowo wspotczynnik kierunkowy a jest bezposrednio zwigzany z przyspieszeniem ziemskim
i nie zalezy od ksztattu bryty, co pozwala dodatkowo zweryfikowa¢ poprawnos$é pomiarow tudziez
stusznos$¢ twierdzenia Steinera. Zatem w celu sprawdzenia poprawnosci twierdzenia Steinera
nalezy przeprowadzi¢ pomiary okresu drgan wahadta fizycznego dla kilku osi obrotu w réznych
odlegtosciach od $rodka ciezkosci. Nastepnie nalezy wyrysowac wykres zaleznosci dT? od d?. Jezeli
wykres ten bedzie linig prosta dowodzi to stusznosci twierdzenia Steinera. Dodatkowym
czynnikiem weryfikujagcym poprawnos$¢ teorii i pomiaréw bedzie warto$¢ wspotczynnika

kierunkowego prostej, ktéry powinien wynosic¢ ‘%2 i w ogole nie zaleze¢ od ksztattu bryly. W czesci

A, B i C ¢wiczenia nalezy potwierdzi¢ twierdzenie Steinera na podstawie pomiaru okresu drgan
tarczy, obreczy oraz preta metalowego zawieszonych w réznych odlegtosciach od $srodka masy

4



oraz wyznaczy¢ ich moment bezwtadnosci wzgledem $rodka masy na podstawie niezmiennika
drgan wahadta fizycznego. W czesci dodatkowej dla wybranej bryty nalezy potwierdzi¢ twierdzenie
Steinera oraz wyznaczy¢ moment bezwtadnosci I, na podstawie wykresu zaleznosci 17 w
odpowiednim ukfadzie wspoétrzednych.

3 Zadania do wykonania
Prowadzacy wskazuje dla ktérych bryt nalezy wykonac¢ pomiary.

Czes¢ A-tarcza z otworami:

a) Okresli¢c mase tarczy za pomocg wagi laboratoryjnej

b) Zmierzy¢ podwojone odlegtosci Di pomiedzy osiami obrotu na pryzmie a $srodkiem masy
tarczy. Jest to pomiar bezposredni wiec nalezy wykonac¢ go kilkukrotnie (6-7 razy chyba
ze prowadzacy wskaze inaczej) dla kazdej z pary otwordw.

c) Zawiesic tarcze na pryzmie na jednym z wybranych otwordéw, po czym dokona¢ pomiaru
czasu 100 wahnie¢. Nalezy pamietaé aby nie wychyla¢ wahadta o kat wiekszy niz kilka
stopni.

d) Pomiary czasu wahnie¢ powtérzy¢ 5 razy.

e) Punktu 3 i 4 powtdrzy¢ dla pozostatych par otwordéw w tarczy.

Czes$¢ B-metalowy pierscien:
a) Okresli¢c mase m pierscienia za pomocg wagi laboratoryjnej.
b) Za pomoca suwmiarki wyznaczy¢ $rednice d wewnetrzng i zewnetrzng D pierscienia.
c) Wyznaczy¢ czas 100 wahnie¢ pierScienia zawieszonego na pryzmie; pomiar powtorzyc
kilkukrotnie.
Czes¢ C-pret metalowy:
a) Okreslic mase preta za pomocg wagi laboratoryjnej
b) Okresli¢ dtugos¢ preta [ za pomocg suwmiarki (pomiar powtorzy¢ 6-7 razy)
c) Wyznaczy¢ odlegtos¢ osi obrotu d; od srodka masy preta (pomiary powtorzy¢ 6-7 razy)
d) Zmierzy¢ czas 50 wahniec preta
e) Pomiar czasu wahnie¢ powtdrzy¢ 5 krotnie.
f) Punkty 3 - 5 powtdrzy¢ dal 4 innych odlegtosci d;0si obrotu od srodka masy

4 Opracowanie wynikow:
Sposodb opracowania wynikow wskazuje prowadzacy
Wariant I
Czesc A (tarcza metalowa):
a) Na podstawie wielokrotnych pomiaréw Di, Dz, Ds... okresli¢ niepewnos$c¢ u(D:), u(D2),
u(D3)...
b) Okresli¢ odlegtos¢ osi obrotu od srodka masy d; = % oraz jej niepewnoscu(d;) = %u(Di)
c) Na podstawie pomiardéw czasu t 100 wahnie¢ dla danej osi obrotu obliczy¢ usredniony czas
t 100 wahnie¢ oraz jego niepewno$¢ u(t). Czas reakcji cztowieka mozna przyja¢ na
poziomie 0.5s.
Obliczy¢ okres drgan wahadta dla poszczegélnych osi obrotu T = t/n (n - liczba wahniec)
oraz jego niepewnos$¢ korzystajac z wzoru na niepewno$¢ ztozong, niepewnosc¢ liczby
zliczen przyja¢ u(n)=1. potwierdzi¢ zalezno$¢ okresu drgan wahadta od momentu

bezwtadnosci.
d) Obliczy¢ moment bezwiadnosci tarczy wzgledem okreslonej osi obrotu korzystajac ze
wzoru:
T?mgd
47 4p2



f)

9)

h)

Czes¢é
a)
b)
c)

d)

e)
Czesé
a)

b)

c)

d)

f)

9)

h)

i jego niepewnos¢ u(Is). Obliczenia przeprowadzi¢ dla wszystkich odlegtosci d.
Potwierdzi¢ twierdzenie Steinera, w tym celu nalezy sprawdzi¢ czy wyrazenie T?gd —
4m?d? = C jest state dla wszystkich osi obrotu w granicy niepewnosci pomiarowej
Obliczy¢ momenty bezwtadnosci wzgledem s$rodkowej osi obrotu na podstawie wartosci
wspotczynnika C oraz okresli¢ jego niepewnosc.

m

Iy = HC

Obliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem srodkowej osi obrotu na podstawie twierdzenie
Steinera dla poszczegdlnych osi obrotu oraz okresli¢ jego niepewnos¢

IO = Id - mdz
Poréwnac uzyskane I, obliczone przy wykorzystaniu dwéch metod

B (pier$écien metalowy):

Obliczy¢ sredni czas t dla 100 wahniec i sSredni okres T oraz ich niepewnosci.
Obliczy¢ moment bezwtadnosci Iy pierécienia wzgledem osi obrotu i jego niepewnosc.
Korzystajac z twierdzenia Steinera, wyznaczy¢ moment bezwtadnosci I, pierscienia
wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy i jego niepewnosc.

Obliczy¢ moment bezwtadnosci Io (tab. Io.st) pierscienia wzgledem osi srodkowej na
podstawie wzoru tablicowego:

1
IO.St - gm(dz + DZ)

oraz obliczy¢ jego niepewnosc.
Poréwnac wartosci momentu bezwtadnosci I, obliczone metoda dynamiczng i statyczna.

C (pret metalowy):
Obliczy¢ niepewnosci pomiarowe dfugosci preta u(l) oraz niepewnosci odlegtosci u(d) dla
poszczegolnych osi obrotu od $srodka masy.
Na podstawie pomiardéw czasu t 50 wahnie¢ dla danej osi obrotu obliczy¢ usredniony czas
t 50 wahnie¢ oraz jego niepewnosc¢u(t). Czas reakcji cztowieka mozna przyjac¢ na poziomie
0.5s.
Obliczy¢ okres drgan wahadta dla danej osi obrotu T =t/n (n - liczba wahnie¢) oraz jego
niepewnos¢ korzystajac z wzoru na niepewnosc ztozong, niepewnosc liczby zliczen przyjac
u(n)=1. Potwierdzi¢ zalezno$¢ okresu drgan wahadta od odlegtosci osi obrotu od Srodka
ciezkosci
Obliczy¢ moment bezwtadnosci preta wzgledem okreslonej osi obrotu i jego niepewnos¢
uc(Iq). Obliczenia przeprowadzi¢ dla wszystkich odlegtosci d.
Potwierdzi¢ twierdzenie Steinera, w tym celu nalezy sprawdzi¢ czy wyrazenie T2gd —
4m?d? = C jest state dla wszystkich osi obrotu w granicy niepewnosci pomiarowej
Obliczy¢ momenty bezwiadnosci wzgledem $rodkowej osi obrotu na podstawie wartosci
wspotczynnika C oraz okresli¢ jego niepewnosc.
m
IO == 4—7_[2C
Obliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem s$rodkowej osi obrotu na podstawie wynikow
uzyskanych dla poszczegolnych osi obrotu oraz okresli¢ jego niepewnosé
IO = Id - mdz
Poréwnac uzyskane I, obliczone przy wykorzystaniu dwdch metod oraz porownac wynik z
przewidywaniami teoretycznymi



ot = = mi?

Wariant II (tarcza metalowa, pret metalowy)

a) W zaleznosci od wybranej bryty wykonaé czynnosci opisane w punktach a-d lub a-c (w
czesci A lub C opracowania wynikéw).

b) Sporzadzi¢ wykres (punktowy) zaleznosci T?d od d? wraz z polami niepewnosci.

c) Znalez¢ rownanie prostej najlepszego dopasowania T?d od d? przy pomocy metody
regresji liniowej. Wyznaczy¢ wspétczynniki a i b prostej y = ax + b oraz ich niepewnos¢

d) Na podstawie wspotczynnika kierunkowego prostej wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie
g= % oraz okresli¢ jego niepewnos¢. Sprawdzi¢ czy wyznaczone przys$pieszenie
ziemskie w granicy niepewnosci pomiarowej zgadza sie z tablicowg wartoscia. u(a)
wyznaczy¢ na podstawie regresiji liniowej.

e) Obliczy¢ moment bezwtadnos¢ ciata I, wzgledem $rodka masy uktadu na podstawie
wspotczynnika b réwnania dopasowanej prostej, I, = i%, oraz jego niepewnosc.

4 Pytania:
e Podaj definicje bryty sztywnej
e Podaj drugq zasade dynamiki dla bryty sztywnej
e Podaj twierdzenie Steinera
e Opisz jak zalezy okres drgan wahadfa fizycznego od odlegtosci osi obrotu od $rodka
ciezkosci oraz bezwtadnosci wahadta.

Opracowat M.Baranowski



