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Cel ¢wiczenia: Wyznaczanie modutu sztywnosci drutu metodqg sprezystych drgan obrotowych.

Zagadnienia: sprezystos¢, naprezenie scinajgce, prawo Hooke’a, modut sztywnosci, sprezyste
drgania obrotowe (wahadto torsyjne), druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego, moment
bezwtadnosci, moment kierujacy, zwigzek kata obrotu (wychylenia) z momentem sit; zwigzek
modutu sztywnosci z momentem kierujgcym

1. Wprowadzenie

Zwigzane z tym ¢wiczeniem zagadnienia takie jak naprezenie, odksztatcenie sprezyste, rodzaje
odksztatcen zostaty omoéwione we wprowadzeniu do ¢wiczenia nr 10. Rozpatrzony zostanie
szczegolny przypadek sprezystego odksztatcenia Scinajgcego, tzn. odksztatcenia spowodowanego
sitami przytozonymi stycznie do powierzchni, na ktérg dziataja (czyli wywotujacymi naprezenie
$cinajace) i ktdére to odksztatcenie znika po ustaniu dziatania tych sit (czyli jest sprezyste).

Rozpatrujemy pionowy drut o sztywno zamocowanym gérnym koncu, a dolnym ztgczonym z
ptaskim krgzkiem - tarcza, za pomocg ktorej dokonujemy skrecenia drutu wokét jego osi symetrii.
Sytuacja ta jest schematycznie przedstawiona na rysunku 1. Obroceniu tarczy o kat 8 odpowiada
skrecenie drutu o kat a. Powstate naprezenie wynika z dziatania sit na dolng powierzchnie drutu.
Jesli odksztatcenia sg mate, to zwigzek miedzy naprezeniem, a odksztatceniem - zgodnie z
prawem Hooke’a - jest liniowy i przyjmuje postac:

T=6Ga, (1)

gdzie Tjest naprezeniem, ¢ - modutem sztywnosci, - katem skrecenia. Gdy na uktad przestanie
dziata¢ sita zewnetrzna (w istocie zewnetrzny moment sit), to powstate w wyniku odksztatcenia
naprezenie wewnetrzne spowoduje powrot do stanu poczatkowego. Jednak uktad powracajac do
tego stanu zyska energie kinetyczna, dzieki ktorej nastepnie skreci sie w drugg strone. Takie
zjawisko bedzie sie powtarzaé, a zatem jest to przyktad ruchu drgajacego, ktéry wykonuje
wahadto torsyjne. Dynamike wahadfa torsyjnego wykorzystuje sie w tym ¢wiczeniu.



Rys. 1. Schemat skreconego drutu

Analizowany uktad bedzie mdgt by¢ traktowany jako wykonujacy katowy ruch harmoniczny
(przyktad realizacji wahadta torsyjnego zwanego réwniez wahadtem skretnym), jesli dziatajacy
moment sit bedzie postaci:

M= —k0, (2)

gdzie M - wypadkowy moment sit przytozony do rozwazanego ukfadu, ¥ — moment kierujacy, 6 -
kat obrotu tarczy. W rownaniu (2) zaktadamy, ze dziatajacy na ukiad moment sit jest
proporcjonalny do kata wychylenia, ale kierunek jego dziatania jest przeciwny do tego wychylenia.
Za pomocg petnej analogii dynamiki rozwazanego ukfadu i liniowego oscylatora harmonicznego,
co przedstawia ponizsza tabela, mozna zapisa¢ wzor na okres drgan wahadta torsyjnego:

T=2m [, (3)

gdzie I jest momentem bezwtadnosci uktadu.
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Istnieje zaleznos$¢ miedzy modutem sztywnosci G drutu a momentem kierujgcym x, a tym samym
okresem drgan wahadta torsyjnego. Zaleznos¢ ta jest wyprowadzona ponizej.

1.1 Wyprowadzenie wzoru wiazacego kat wychylenia z wewnetrznym momentem sit

Punktem wyjscia jest réwnanie (1) opisujace zwigzek odksztatcenia z naprezeniem. Natomiast
réwnaniem, ktére pozwolito wyznaczy¢ okres drgan jest rownanie (2) opisujgce zwigzek miedzy
katem wychylenia a dziatajacym momentem sit. Przedstawione ponizej przeksztatcenia prowadzg
od jednego zwigzku do drugiego. Naprezenie wigze sie bezposrednio z dziatajagcym wewnetrznym
momentem sit, a kat skrecenia - z katem wychylenia. Widoczny na rysunku 1 wspodlny tuk dla
obu katdow « i 8 ma dtugosc réwng «al i jednoczesnie 8r, zatem

a =

~I=

0. (4)

Sity wywotujace rozpatrywane naprezenie nie sq prostopadte do powierzchni, lecz réwnolegte do
niej, a ponadto ich kierunek dziatania nie jest staty na tej powierzchni. Dla uproszczenia
przyjmujemy, ze wektory sit sgq styczne do okregéw o $rodku na osi symetrii drutu, majq statg
warto$¢ na danym okregu i warto$¢ ta zmienia sie wraz z odlegtosciq od srodka. W takim
przypadku uktad najlepiej jest opisywa¢ w zmiennych biegunowych. Mozemy wyznaczy¢ site
dziatajaca na niewielki element powierzchni, ktéry w tych zmiennych zapisuje sie w postaci pApAg
- sytuacje te przedstawia rys.2.

Na podstawie definicji naprezenia jako ilorazu przytozonej sity do powierzchni oraz zauwazajac,

Rys. 2. Skrecenie drutu w przekroju poprzecznym

ze formuta (4) stosuje sie rowniez dla promieni p<r pierscieni wewnetrznych oraz uwzgledniajac
rownanie (1), site dziatajacg na wybrany element powierzchni mozna zapisac¢ nastepujaco



2
AF,, = T-AS = - pApA@ = Ga - pApA = G50 - pApAp = GE-0ApAg . (5)

(Pole zaznaczonego elementu powierzchni AS jest w przyblizeniu rowne iloczynowi szerokosci
pierscienia i dlugosci wycietego tuku, czyli iloczynowi Ap oraz pA@, gdzie Ap jest katem
mierzonym w radianach.)

Poniewaz wektor sity skierowany jest prostopadle do wektora promienia, to wartosc
odpowiedniego momentu sity przytozonego do wybranego fragmentu powierzchni drutu, jest
rowna:

3
AM = AF,,-p = GPTOApA(p. (6)

Dla kazdego elementu powierzchni sktadajacego sie na pierscien o promieniu p i szerokosci Ap
moment sity co do wartosci bedzie taki sam, zatem mozna posumowac¢ elementy powierzchni
pApAp po catym pierscieniu i w powyzszym rownaniu zastgpi¢ je jego polem rownym 2mpAp (co
odpowiada wykonaniu catkowania po ¢ w granicach od 0 do 2n):

2 3
AM,, = G=F- 04p . (7)

Jak wida¢ wktad do catkowitego momentu sit AM, przytozonego do pierscienia o promieniu p

zalezy od tej wielkosci. Zatem w celu wyliczenia catkowitego momentu sit przytozonego do drutu
nalezy wykona¢ catkowanie po p w granicach od 0 do r:

_ ﬂr3 _Grrr4
M—Glfopdp— TR (8)

Warto$¢ momentu sit wewnetrznych - jak pokazuje wzor (8) - zalezy liniowo od kata wychylenia
#. Ponadto réwnanie nalezy uzupetni¢ o znak minus, co najprosciej uzasadni¢ w ten sposob, ze
wewnetrzny moment sit przeciwdziata wzrostowi kata wychylenia.

1.2 Zwiazek modutu sztywnos$ci z momentem kierujacym

Ostatecznie zwigzek miedzy katem wychylenia 8 a wewnetrznym momentem sit M uwzgledniajacy
modut sztywnosci ¢ drutu jest nastepujacy:

Gnr*

21

M, = — 0, (9)
z ktérego wynika, ze moment kierujacy
Kk = Gnr*/2l, (10)

a zatem na podstawie réwnania (3) okres drgan wahadta torsyjnego jest rowny:

21l
nriG '

T =2m

(11)



Powyzszy wzor jest podstawg zasady pomiardw opisanych w nastepnym punkcie.

2. Zasada pomiaru i ukiad pomiarowy
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Rys. 3. Schemat uktadu pomiarowego

— >l | d - srednica drutu

l - dtugos¢ drutu

A - tarcza stata uktadu
B - tarcza dodatkowa
s — $rednica tarczy B

B

Uktad pomiarowy przedstawiony jest na rysunku 3, na ktérym widoczne sg ztaczone dwie tarcze.
Uktad najpierw z jedng tarczg, a nastepnie z dwiema wprawiany jest w katowy ruch harmoniczny
polegajacy na ruchu obrotowym w jedng i drugg strone wokot osi symetrii uktadu. Dzieki
pomiarom okreséw drgan obu wahadet torsyjnych mozna wyeliminowa¢ z réwnan trudng do
wyznaczenia wielko$¢ momentu bezwtadnosci uktadu I, (bez dodatkowej tarczy), natomiast
moment bezwtadnosci dodatkowej tarczy mozna wyznaczy¢ przyjmujac, ze jest to jednorodny
krazek o promieniu R i masie m, wtedy I = %mRZ [kg-m?2]. Réwnanie (11) podniesione do kwadratu

i zapisane dla obu przypadkow przyjmie formy:

Il

2 _
T} = 8t (12)

I(I,+1)

T3 =
2 =8m prys

(13)

Eliminujac z powyzszych réwnan moment bezwtadnosci I, oraz wstawiajac formute na moment
bezwiadnosci dodatkowej tarczy otrzymuje sie ostatecznie wzdor na moment sztywnosci:

G = 4TmR?1
o Ti-TH (14)

Podczas wykonywania ¢wiczenia mierzone bedg nie promienie, lecz srednice d i s (rys.3), zatem
wzor (14) przyjmie postac:



G =

16mms?1

a*(T-T2) " (15)

3. Zadania do wykonania

W celu wyznaczenia modutu sztywnosci nalezy wykona¢ pomiary: masy i $rednicy dodatkowej
tarczy, dtugosci i $rednicy drutu oraz okresow drgan uktadu bez dodatkowej tarczy oraz z
zamocowang dodatkowg tarcza.
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. Pomiary:

Pomiar masy wykona¢ na wadze laboratoryjnej zapisujac doktadnos¢ jej wskazan.

Dtugosc¢ drutu zmierzy¢ przymiarem milimetrowym.

Pomiar $rednicy tarczy wykona¢ suwmiarka.

Pomiar $rednicy drutu wykonaé¢ $rubg mikrometryczng w réznych miejscach.

Za pomocg stopera zmierzy¢ czas trwania wybranej liczby n petnych wahnie¢ uktadu w obu
przypadkach: bez dodatkowej tarczy i z zamontowang dodatkowg tarcza.

. Opracowanie wynikow:

Wyznaczy¢ $rednig wartos¢ srednicy tarczy dodatkowej i jej niepewnosc.

Wyznaczy¢ $rednig wartos¢ srednicy drutu i jej niepewnosc .

Obliczy¢ $rednie wartosci czaséw t, i t, i wyznaczy¢ ich niepewnosci.

Wyznaczy¢ modut sztywnosci G drutu wraz z niepewnoscia.

Wynik poréwnac¢ z danymi tablicowymi oraz dokonac¢ analizy niepewnosci pomiarowych.

4 Pytania:

1) Podac¢ definicje odksztatcenia sprezystego .

2) Zdefiniowac pojecie naprezenia (jednostka). Jaki jest kierunek dziatania sity w stosunku
do powierzchni w przypadku naprezenia $cinajacego?

3) Zapisa¢ w postaci wzoru oraz oméwi¢ prawo Hooke’a dla skrecenia.

4) Opisa¢ wahadto torsyjne. Oméwic ruch wykonywany przez wahadto.

5) Napisac II zasade dynamiki dla drgan obrotowych. Podac zwigzek miedzy momentem
kierujgcym, momentem bezwitadnosci a okresem drgan uktadu.

6) Przedstawi¢ sposdb wyznaczania modutu sztywnosci przy pomocy wahadta torsyjnego.

7) Omowié dynamike prostych drgan harmonicznych (drgania niettumione oscylatora
harmonicznego).
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