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CWI;ZGENIE BADANIE DRGAN TLUMIONYCH WAHADLA FIZYCZNEGO

Cel ¢wiczenia: Wyznaczenie podstawowych parametrow drgan ttumionych: okresu (7),
czestotliwosci (f), czestotliwosci kotowej (w), wspotczynnika ttumienia (B), logarytmicznego
dekrementu ttumienia (A).

Zagadnienia: Drgania, drgania harmoniczne, wahadio fizyczne, drgania swobodne, drgania
ttumione, drgania anharmoniczne.

1 Wprowadzenie
Wahadtem fizycznym nazywamy bryte sztywng wykonujaca wahania/drgania wzgledem
poziomej osi obrotu, jak na rys.1, na skutek dziatania momentu sity ciezkosci wzgledem punktu
zawieszenia. Na wychylone o kat a« wahadto, dziata moment sity ciezkosci P wzgledem osi
obrotu ,0” o warto$ci M = —mgdsina, przy czym m jest masg wahadta, g-przyspieszenie
ziemskie, za$ d-odlegtos¢ srodka masy wahadfa od osi obrotu.

Dla wahadta fizycznego, o momencie bezwtadnosci I, wykonujgcego drgania swobodne w
polu grawitacyjnym wokot osi obrotu, druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego przyjmuje
postac:
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d .
I-Fa——m-g-d-sma (1)

Wprowadzajac oznaczenie: w? =1ed (2)

réwnanie to zapisa¢ mozna nastepujaco:

2

dd?a + wisina = 0 (3a)

Rys.1

Wahadto fizyczne o s$rodku masy C
zawieszone w punkcie O. Kat «
oznacza wychylenie wahadta z punktu
rownowagi, zas P jest ciezarem
wahadta (P=mg).

Dla matych wychylen mozna zatozy¢: sina =~ a (a wyrazone jest w mierze tukowej),

i rownanie powyzsze sprowadza sie do réwnania ruchu oscylatora harmonicznego:
d2
—a, wia =0 . (3b)

dt?



Jego rozwigzaniem jest funkcja opisujgca zaleznos$¢ wychylenia wahadta od czasu:
a(t) = agy cos(wet + @q), (4)

przy czym a, jest amplitudg drgan swobodnych, zas ¢, jest fazg poczatkowag drgan.
Czestotliwos¢ kotowa drgan swobodnych (w,), ich okres (T,) i czestotliwos¢ ( f,) sq powigzane
nastepujaco:
wy =21 fo = i_: (5)
Jesli amplituda drgan wahadta nie jest mata (np. ay > 20° czyli a, > 0,36 rad, patrz tabela
I), wéwczas rozwigzanie réwnania (3a) jest bardziej ziozone, a drgania sg drganiami
anharmonicznymi. Opisac je mozna wéwczas wyrazeniem:
a(t) = ay cos(wt + @) + ¢; @y cos(Bwt + ¢g), (6)
w ktérym drugi czton reprezentuje trzecig harmoniczng. Amplituda tej harmonicznej jest jednak
niewielka w poréownaniu z amplitudg «,, pierwszej harmonicznej, i wynosi c;a, (¢; € 1). Wyzsze
harmoniczne (tzn. 5-tg , 7-ma,...petnego rozwigzania réwnania ruchu: a(t) = a, cos(wt + ¢,) +
¢y ag cos(Bwt + @g) + c5 @y cos(5wt + @g) + ¢; ay cos(7wt + @) + -+, pominieto ze wzgledu na ich
znikomy wkiad, tj. jeszcze mniejszy niz 3-ciej harmonicznej.
Réwnanie (6) stanowi rozwigzanie dynamicznego réwnania ruchu anharmonicznego,

réwn.(3a), (;Tzza+w5a—%m§-a3: 0), w ktérym zastosowano przyblizenie: sina = a—%a3.

Przyblizenie to aproksymuje funkcje sinus w zakresie od zera do 60° z dokfadnoscig

ponizej 1,2% (patrz tabela I). Wahadto takie wykonuje drgania z czestotliwoscig kotowa w
zalezng od amplitudy drgan «,, okreslong przyblizong relacja:

o= wy(l—cy,-a3), gdzie ¢, = i (7)

Jak widac¢ zwiekszenie amplitudy drgan powoduje zmniejszenie w czestotliwosci kotowej

drgan w odniesieniu do drgaf harmonicznych w, (tzn. o matej amplitudzie drgan). Wzgledna

zmiana czestotliwosci drgan okreslona na podstawie tego réownania (2500 = —-L.a) wynosi dla

a, = 20° jedynie 0,8%, osiggajac przy 40° 3%, zas przy 70°juz 9,3%. Rdznice te tatwo zauwazyc
eksperymentalnie mierzac okres drgan wahadta dla réznych «,.

Rozwazmy teraz wptyw ttumienia osrodka na przebieg drgan wahadta. Jesli zatozymy, ze
ttumienie osrodka jest okreslone przez wspétczynnik B, wéwczas réwnanie dynamiczne ruchu
(3a) uwzgledniajace dodatkowy wptyw oporu osrodka (np. powietrza) przedstawi¢ mozna
w postaci:

d? d 2 _
Fa+285a+w sina = 0 (8a)

Jesli wychylenia wahadta nie sg zbyt duze (sina =~ «, patrz tabela I i komentarz w rozdz.
5), woéwczas rownanie to upraszcza sie do postaci (8b). W przeciwnym przypadku nalezatoby
rozwigzac ogdlniejsze rownanie zaktadajac np. sina ~ a —%oﬁ.

d? d 2
Fa+28;a+w a=0 (8b)

Dla niezbyt duzych ttumien osrodka (tzn. gdy B < w) oraz pomijajac czton anharmoniczny
(patrz rown.(4) i (6)) rozwigzaniem dynamicznego réwnania ruchu okreslajaca zaleznosé
wychylenia od czasu «a(t),okresla réwnanie (zwane kinematycznym réwnaniem ruchu
drgajqcego ttumionego):

a(t) = ay e Pt cos(wt + @) (9)

Przebieg ten zilustrowano na rys.2.



a(t
“( ) Rys.2
1 11| Zaleznos$¢ wychylenia a od czasu t dla drgan
T : ttumionych o okresie drgan T i wspotczynniku

(?) 5 ttumienia .
1) = awe™F!
Nt

W réwnaniu (9) w jest czestotliwoscig kotowg drgan ttumionych zdefiniowang nastepujgco:

w =2nf = 2771 , (10)
przy czym f oznacza czestotliwo$¢ drgan ttumionych, zas$ T jest ich okresem. Okazuje sie, ze
czestotliwos¢ kotowa drgan tlumionych w rozni sie od czestotliwosci kotowej w, dla drgan

swobodnych:
w =i — B (11)
Jednak dla matych wartosci wspdtczynnikow ttumienia rdéznice miedzy w i w, mogg byc
niezauwazalne eksperymentalnie, gdy B =0, w = w,.
Amplituda drgan ttumionych zmienia sie wyktadniczo (w tym przypadku, méwimy czesto
eksponencjalnie) z czasem:

A(t) = ag e Pt (12)

Logarytmujgc obustronnie powyzsze wyrazenie otrzymujemy:
InA(t) = a, — Bt (13)
Rownanie to przedstawia prostg o wspodtczynniku nachylenia -f. Wobec tego majac z
pomiarow wykres zaleznosci In[A(t)] = F(t) mozna ftatwo okresli¢ wartos¢ wspotczynnika
ttumienia osrodka .
W przypadku drgan ttumionych wprowadza sie pojecie logarytmicznego dekrementu

ttumienia:
An

A=1In (14a)
An+1

zdefiniowanego jako logarytm naturalny ilorazu dwéch kolejnych amplitud drgan. Poniewaz dla
nieduzych tlumien os$rodka roéznice miedzy amplitudami kolejnych drgan sa nieznaczne
korzystanie z powyzszej formuty jest obarczone znacznym btedem. Mozna pokaza¢, ze relacje tg
mozna przeksztatci¢ do postaci:

— 1y 4o_
A=1m%= T, (14b)

przy czym Ay jest dowolng wybrang amplitudg drgan, zas N oznacza ilo$¢ drgan odpowiadajaca
przejsciu od A4, do Ay.

2. Zasada pomiaru i uktad pomiarowy

Na rys.3 zilustrowano schematycznie uktad pomiarowy sktadajacy sie z wahadta fizycznego, z
regulowanymi elementami (obcigznik oraz tarcza wahadta). Uktad ten nalezy skonfigurowac na
podstawie sugestii prowadzacego zajecia. W pierwszej czesci ¢wiczenia nalezy wyznaczy¢ okres
drgan wahadfa dla réznych wartosci amplitudy wychylenia (a,). W tym eksperymencie nalezy
zastosowac minimalne, mozliwe do osiggniecia, ttumienie uktadu (drgania swobodne lub quasi-
swobodne). Tarcza wahadta powinna by¢ ustawiona w ptaszczyznie drgan, jak na rys.3a. W
drugiej czesci ¢wiczenia nalezy zbada¢ wptyw ttumienia o$rodka na drgania wahadta. Ttumienie
mozna ,regulowac” poprzez zmiane ustawienie tarczy wahadta oraz ttumika (lub ttumikéw), co
przedstawiono na rys.3 (a) i (b).
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w ¢wiczeniu.
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Tarcza wahadta

3. Zadania do wykonania

A) Pomiary:

Al

A2

Dla minimalnego tlumienia osrodka (tarcza wahadta i ttumik ustawione w ptaszczyznie
ruchu wahadta, rys.3a), nalezy wyznaczy¢ okres drgan wahadta. W tym celu mierzymy
czas trwania np. N=100(50) drgan wahadta. Pomiary nalezy wykona¢ dla rdéznych
amplitud wychylenia w zakresie od 5°(10°) do 50° (co 5° lub 10°).

Zbada¢ wptyw ttumienia osrodka na przebieg drgan wahadta fizycznego. aaaaaa

Aby przeprowadzi¢ to doswiadczenie nalezy odpowiednio ustawi¢ (wg. wskazowek
prowadzacego) ttumik i tarcze wahadta (patrz rys.3). Nastepnie wyprowadzi¢ wahadto z
potozenia réwnowagi o kat «,, dla ktérego amplituda wychylenia wynosi 4, . Wartos¢ a,
przyja¢ na podstawie sugestii prowadzacego (mozna zatozy¢ a, =30-35°). Wprawiajac w
ruch wahadto, nalezy zmierzy¢ i zanotowac¢ czas, po ktérym wahadto zmniejszy
amplitude drgan z 35 do 25°, do 15°ido 5°. (lub tez z 30°, do 25", do 20° do 15" i do
10°). Pomiary w tym punkcie nalezy powtérzy¢ trzykrotnie i przeprowadzi¢ dla dwéch
réoznych ttumien.

A3 Zmierzy¢ okres drgan ttumionych wahadta, dla ustawien oraz ttlumien wahadfa takich

samych jak w punkcie A2. W tym celu zmierzy¢ czas trwania np. N=100 (50) drgan
wahadta.

B) Opracowanie wynikow:

Bl

Na podstawie pomiarow w punkcie A1, wyznaczy¢ dla réznych amplitud drgan a,: okres
drgan wahadta (T7), jego czestotliwosci drgan (f) oraz czestotliwo$¢ kotowg (w). Okreslic¢
niepewnosci wszystkich wyznaczonych w tym punkcie wielkosci.

B1.1 Na podstawie wynikéw w punkcie B1 oraz réwnania (7), stosujagc metode regres;ji

liniowej, wyznaczy¢ czestotliwos¢ kotowg w, drgan swobodnych oraz wspotczynnik c, w
tym réwnaniu. W tym celu wykona¢ wykres zaleznosci w = wy—c, - w, - a. Jest to
rownanie prostej typu y=ax+b, gdzie a=-c, w, oraz b= w,. Sprawdz, czyc, jest
bliskie wartosci c, w rown. (7)?



B2 Na podstawie pomiaréw w punkcie A3 wyznaczy¢ okres drgan ttumionych, czestotliwos¢
drgan ttumionych oraz czestotliwo$¢ kotowa.

B3 Dla okreslonego statego ttumienia uktadu usredni¢ wyniki uzyskane w punkcie A2 z
wielokrotnych pomiaréw. Uwaga: wartosci A(t) nalezy poda¢ w radianach.

B3.1 Wyznaczy¢ wspdiczynnik ttumienia osrodka B, bazujac na wynikach w punkcie B3. W
tym celu mozna skorzysta¢ z rownania (13): InA(t) = a,—B-t. Nalezy wiec wykonac
wykres zaleznosci y=ax+b, przy czym 1y =InA(t), zas x=t. Wyniki pomiarow
aproksymowac linig prostg, za pomocg metody regresji liniowej. tatwo zauwazy¢, ze
wartosc liczbowa wspétczynnika kierunkowego prostej jest réwna wartosci liczbowej
wspotczynnika ttumienia o$rodka: B=-a.

B3.2 Opracowanie w punkcie (B3.1) powtdrzy¢ dla innego ttumienia (ttumien) osrodka.

B3.3 Okresli¢ niepewnos¢ wspotczynnika ttumienia osrodka.

B3.4 Wyznaczy¢ logarytmiczny dekrement ttumienia drgan ttumionych (A= BT) oraz jego
niepewnos¢. Za okres drgan przyjaé¢ T wyznaczone w punkcie B2.

4. Pytania:

(1) Przedstaw réwnanie ruchu drgan harmonicznych wahadta fizycznego i wyjasnij sens

fizyczny uzytych wielkosci fizycznych i zastosowanych symboli matematycznych.

(2) Napisz réwnanie ruchu drgan harmonicznych ttumionych i wyjasnij sens fizyczny uzytych

wielkosci fizycznych i zastosowanych symboli matematycznych.

(3) Podaj zalezno$¢ wychylenia od czasu dla drgan swobodnych oraz dla drgan ttumionych i

wyjasnij sens fizyczny uzytych wielkosci fizycznych i zastosowanych symboli matematycznych.

(4) Dla drgan swobodnych zdefiniuj i wyjasnij pojecia: okres drgan, czestotliwosc,
czestotliwos¢ kotowa.

(5) Dla drgan tlumionych zdefiniuj pojecia: czestotliwos¢ kotowa drgan, wspoétczynnik

ttumienia oraz logarytmiczny dekrement ttumienia.

(6) Przedstaw metody szacowania niepewnosci pomiarowych wyznaczonych doswiadczalnie

wartosci wielkosci fizycznych.

5. Uzupeinienie

Aby ilosciowo okresli¢c sens uzytych wczesniej przyblizern stosowanych przy rozwigzywaniu
rownan ruchu drgajgcego, w tabeli I podano wartosci sina i « (w radianach), a takze wartosci
btedu przyblizenia, tj. btedu wzglednego A; jaki popetniamy zastepujac sin a przez a. Jak widac
btad tego przyblizenia wynosi dla o, = 10°, A;=0,51%, dla o, = 20°, A;=2,1%, zas$ przy o, = 30°,
A< 5%. Z przedstawionych danych wynika, ze wprowadzone pojecie ,mate wychylenie” zalezy
od przyjetej doktadnosci przyblizenia sina przez a.

Zobaczmy teraz jak wyglada przyblizenie sina za pomocg rozwiniecia w szereg Taylora
wokotay, =0, czyli sina = a—éoﬁ, a takze ile wynosi wartosci btedu wzglednego a,, jaki
popetniamy stosujac to przyblizenie (patrz tabela I). Wida¢, ze dla katow az do o, = 55°,
uzyskuje sie dos¢ dobre przyblizenie sin a, gdyz A, < 1%.

Skomentowaniu wymaga roéwniez udziat drgan anharmonicznych wahadta. Jesli
wezmiemy pod uwage wyzsze harmoniczne drgan (3-cig, 5-ta,...), ich udziat nie jest wielki.
Sprébujmy oszacowac ilosciowo wkiad ,najwiekszej” z nich, czyli 3-ciej harmonicznej. Z
rozwigzania anharmonicznego réwnania ruchu metodami przyblizonymi otrzymuje sie: «¢; =
— - af). Amplituda tej harmonicznej (c; a, cos(3wt + ¢¢)) np. dla o, = 35°, wynosi: c;a, = 0.002a,,
co stanowi zaledwie 0.2% amplitudy drgania podstawowego (g cos(wt+ ¢,)) i jest poza
mozliwoscig rejestracji w zastosowanych zestawach pomiarowych. Wida¢ wiec, ze wprowadzenie
drgan anharmonicznych powoduje (i) zauwazalne zmiany czestotliwosci drgan, jednak (ii)
wystepujace wyzsze harmoniczne majq jedynie aspekt teoretyczny, ze wzgledu na bardzo mate
wartosci ich amplitud.



Tabela I
Tabela wartosci sina, a (wyrazonego w radianach) oraz przyblizenia a -%3dla réznych katéw a mierzonych
w stopniach. Wielkosci A; i A, przedstawiajg odpowiednio wzgledne doktadnosci przyblizen sina za pomocg

aoraza -t A =M1 100%, A, = w -100%

a°] sina a [rad] - A [9%] Ay [%]
5 0,08716 0,08727 0,08716 0,13 0,0009
10 0,17366 0,17454 0,17365 0,51 0,0036
15 0,25883 0,26181 0,25882 1,2 0,0043
20 0,34203 0,34908 0,34199 2,1 0,012
25 0,42263 0,43635 0,4225 3,2 0,030
30 0,50002 0,52362 0,49969 46 0,066
35 0,57359 0,61088 0,57289 6,1 0,13
40 0,6428 0,69815 0,64144 8 0,22
45 0,70712 0,78542 0,70467 10 0,35
50 0,76606 0,87269 0,76192 13 0,55
55 0,81917 0,95996 0,81252 15 0,82
60 0,86604 1,04723 0,85582 18 1,2
65 0,90632 1,1345 0,89113 21 18
70 0,03971 1,22177 0,01781 24 2,4
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