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1 Pojecia podstawowe

Wynik nawet najstaranniej wykonanego pomiaru lub obserwacji obarczony jest nie-
pewnoscig odzwierciedlajaca niedoktadnos¢é wartosci wielkosci zmierzonej. Dlatego tez
analiza niepewnosci pomiarow jest istotnym elementem kazdego eksperymentu w fazie
jego projektowania, realizacji i opracowania otrzymanych wynikéw. W tym opracowaniu
opiszemy krétko podstawowe pojecia stosowane w analizie niepewnosci pomiaréw oraz
metody ich szacowania.

W roku 1995 uzgodniono nowe miedzynarodowe normy [1, 2, 3] dotyczace terminologii
i zasad wyznaczania niepewnosci pomiarowych, ktérych statut prawny jest taki sam, jak
uregulowan dotyczacych SI.

Nowym i podstawowym pojeciem jest niepewnos$¢ pomiaru, przez ktoérg rozumiemy
miare niedoktadnosci, z jakg zmierzono dang wielko$¢ fizyczng. Innymi stowy, niepew-
nos¢ pomiaru oznacza ilo$ciowa miare naszej niepewnosci lub watpliwosci co do wartosci
wyniku pomiaru danej wielkosci fizycznej.

Niepewnos¢ pomiaru ma wiele przyczyn. Do najwazniejszych zaliczamy:

(a) niepelna definicje wielkosci mierzonej (okreslenie danej wielkosci fizycznej jest tym-

czasowe w tym sensie, ze moze ulec zmianie wraz z rozwojem nauki);

(b) niedoktadng realizacje tej definicji (przyrzad, miernik, wzorzec nie jest idealng re-
alizacjg definicji wielko$ci fizycznej, np. temperature okreslamy jako czes¢ tempe-
ratury punktu potrojnego wody, ale nie istnieje idealnie czysta woda, pozbawiona
jakichkolwiek domieszek; podobnie wzorzec czasu jest SciSle zwiazany z predko-
Scig $wiatta, wiec udoktadnienie pomiaru predkosci swiatta wptynie zapewne na
WZOrzec czasu);

(c) niereprezentatywnosé serii wynikéw pomiaréw (np. zbyt mata liczba pomiaréw);

(d) niedokladna znajomo$¢ czynnikéw zewnetrznych (np. wpltywu otoczenia na prze-

bieg pomiar6w) lub ich niedoktadny pomiar;

btedy obserwatora podczas odczytéw wskazan przyrzadow analogowych;

skonczong zdolnosé rozdzielczg stosowanych w pomiarach przyrzadéw;

)
)
g) niedoktadnos¢ stosowanych wzorcéw i materialéw odniesienia;
) niedoktadne wartosci statych lub parametréw pochodzacych z innych «rodet;
)

przyblizenia i zalozenia upraszczajace przyjete w pomiarach lub procedurze po-
miarowej;

(j) zmiany kolejnych wynikéw pomiaréw wielko$ci mierzonej w pozornie identycznych
warunkach.

Dokonujac pomiaru wielkosci fizycznej X przypisujemy jej liczbe mianowang postaci
r=(rx £6,)Jx, (1)

gdzie Jx — jednostka wielkosci X, rx — liczba jednostek (w takim zapisie rx jest war-
toscia niemianowana), J, — niepewnosé¢ pomiaru (w tym zapisie liczba niemianowana).
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Jak widzimy z postaci zapisu (1), podanie wartosci wielkosci fizycznej w postaci tylko
liczby nie ma sensu (o ile nie jest to wielko$¢ bezwymiarowa).
Wartosé niepewnosci §, oceniamy:
e za pomocg metod analizy statystycznej serii wynikéw pomiarow; ten sposob nosi
nazwe oceny niepewnosci metoda A (patrz réwniez [1, 3, 5, 6]);

e wykorzystujac dodatkowe niestatystyczne informacje np. wielko$é¢ dziatki elemen-
tarnej przyrzadu lub klase przyrzadu; ten sposdb nosi nazwe oceny niepewnosci
metoda B (patrz takze [1, 3, 5, 6]).

W nowej analizie niepewnosci pomiarowych nie postugujemy sie pojeciami rachunku
bledéw pomiarowych, ktérego podstawowym obiektem byt blad pomiaru oy, ()
wielkosci X, zdefiniowany jako réznica miedzy wynikiem pomiaru x a wartoscia rzeczy-
wista ux wielkosci mierzonej

o (@) = 7 — pix. 2)

Tak okreslone pojecie jest wyidealizowane i malo uzyteczne w analizie niepewnosci po-
miarowych, poniewaz nie jest znana doktadna (tj. rzeczywista) warto$¢ px. Tym samym
nie jest znana warto$¢ oy, ().

Innym pojeciem rachunku btedéw, ktorego uzytecznosé jest ograniczona, byl blad
przypadkowy 5}()00)(30), ktory definiowano jako réznice miedzy wynikiem pomiaru x wiel-
ko$ci X a $rednia arytmetyczna 7 z nieskoriczonej liczby pomiaréw

5;00) (z) =z — 7. (3)
Pojecie btedu przypadkowego nie moze by¢ przedmiotem analizy ilo$ciowej, poniewaz seria
pomiarow jest zawsze skonczona. 7 tych powodéw odstgpiono od postugiwania sie btedami
(pomiaréw lub przypadkowymi), jak réwniez nazwa rachunek bleddéw. Na ich miejsce
wprowadzono nowe pojecia, ktére prezentujemy dalej i ktére sa przedmiotem analizy
niepewno$ci pomiarowych przedstawionej obszernie w literaturze «réodtowej [1, 2, 4,
5, 6].

Podstawowym pojeciem w analizie niepewnosci pomiarowych jest niepewno$¢ przy-
padkowa ¢, mierzonej wielkosci fizycznej X, ktorg definiujemy nastepujaco:

§,=06=x—T, (4)

gdzie T jest Srednia arytmetyczna serii n pomiarow

(5)

T= =

T1+2To+ -+, 1&
= — Z;.

Dla skrocenia zapisu pominieto argument x w definicji niepewnosci pomiarowej we wzo-
rze (4).

Oprécez niepewnosci przypadkowych postugujemy sie takze pojeciem bledu systema-
tycznego A,, ktory definiuje wyrazenie

Ay =A=7) —py. (6)
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Whprowadzone poprzednio wielkosci (2), (3) i (4) spelniaja zwiazek
Spp(2) =2 —pux =2 =T 47 — iy ~ 5, + A, =5+ A,

z ktorego wynika, ze mozemy analizowaé¢ doktadno$é pomiaréw, rozpatrujac jedynie przy-
padkowe niepewnosci pomiaréw (4) oraz bledy systematyczne (6).

W praktyce laboratoryjnej popetniane sa dos¢ czesto btedy grube. Powstaja one za-
zwyczaj wskutek pomytki osoby przeprowadzajacej pomiar. Przyktadowo: mierzac sred-
nice drutu sruba mikrometryczna odczytano wynik 2,34 mm, a zapisano 2,34 m. Btad
gruby jest stosunkowo tatwo zauwazy¢, poniewaz prowadzi on do absurdalnych wynikéw,
roznigeych si¢ od spodziewanych wartosci o kilka rzedow wielkosci. Dlatego tez rezultaty
pomiaréw obarczonych btedami grubymi nalezy odrzucié¢, a stosowne pomiary przeprowa-
dzi¢ ponownie.

Celem analizy niepewno$ci pomiaréw jest okreslenie najlepszej w danych warunkach
eksperymentalnych oceny wartosci rzeczywistej pxy mierzonej wielkosci fizycznej X oraz
wyznaczenie niepewnosci pomiarowych. Zadania te realizujemy za pomocg metody A
(statystyczna metoda okreslania niepewnosci pomiaréw) lub B (metoda niestatystyczna).
Pierwsza z metod jest powszechnie stosowana w laboratoriach studenckich, dlatego przed-
stawiamy ja dalej dos¢ szczegdtowo. Metoda B jest znacznie trudniejsza. Zainteresowanych
odsytamy do pozycji literaturowych [1, 5, 6].

Czytelniczkom i Czytelnikom tego opracowania polecamy lekture pozycji [7, 8, 9, 10]
dostepnych w Internecie.

2 Statystyczna analiza wynikéw 1 niepewnosci po-
miaréw bezposrednich

Zat6zmy, ze n-krotnie powtérzono bezposredni pomiar wielkosci X (w jednakowych
i stabilnych warunkach) i otrzymano serie (prébe) wynikow, ktére oznaczamy symbolicznie
jako {x1,x9,...,z,}. W metodzie A oceny niepewnosci pomiarowych zaktada sie, ze mie-
rzona wielko$¢é X jest zmienna losowa, a {x1, 29, ..., x,} jest n-elementowa (skonczona)
proba z nieskonczonej populacji, ktorg tworza wszystkie mozliwe wyniki pomiaréw. Do
proby skonczonej stosuje sie metody rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matema-
tycznej.

W charakterze najlepszej oceny wartosci rzeczywistej px przyjmuje sie srednia
arytmetyczna (5). Natomiast za miare niepewnosci pojedynczego pomiaru z préby
{x1,x9,...,2,} przyjmujemy liczbe

1
n—1

n —

sxz\/ : R R O :J i(zi_x)z’ v

ktora nazywamy odchyleniem standardowym pojedynczego pomiaru (wielko$é (s,)? na-
zywamy wariancja). Oznacza to, ze oceng niepewnosci zmierzonej wartosci x; jest s,
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a wartosé¢ i-tego pomiaru z proby {1, xs, ..., z,} wynosi x; + s,. Jak widzimy, kazdemu
wynikowi pomiaru mozemy w ten sposéb przypisa¢ niepewnos$¢ w sensie relacji (1).

Niepewnoscig pomiarowa sz, zwang niepewnoscig standardows, obarczona jest rowniez
wartosé srednia T (5). Ocena tej niepewnosci jest

Se |1 N g
S’”:\/ﬁ_dn(n—l)z( i ) (8)

=1

Oznacza to, ze najlepszym oszacowaniem zmierzonej wartosci wielkosci X jest T + sz, tj.
miara niepewnosci T jest niepewnos$é¢ standardowa (8). Wktad do niepewnosci przypad-
kowej wnosza czynniki wymienione poprzednio w punktach (a)—(j) na stronie 3.

Jesli dostepny jest tylko jeden wynik pomiaru lub wyniki pomiaréw nie wykazuja
rozrzutu, to w charakterze niepewnosci wartosci sredniej przyjmujemy

Sz = Ad.e./\/gy (9)

gdzie Aq.. jest wartoscig dziatki elementarnej przyrzadu.

W przypadkach, gdy w pomiarach uwzgledniamy niepewnosé statystyczna (8) i niepew-
no$¢ przyrzadu pomiarowego (9), to nalezy wyznaczy¢ oszacowanie catkowitej niepewnosci
standardowej s\ wartosci $redniej (5) ze wzoru

. 1
s = ¢ (5 + 5(Aae)?

W analizie niepewnosci pomiarowych postugujemy si¢ oprocz wprowadzonych wielko-
$ci mianowanych (wzory (5), (7)-(9)) takze innymi, ktére sa bezwymiarowe. Sa nimi:

e Niepewno$¢ wzgledna pojedynczego pomiaru

(G) _ =
€ 10
e Niepewno$¢ wzgledna wartosci Sredniej
Sz
& = —, 11

ktore podawane sg zazwyczaj w procentach.
Znajac klase C, przyrzadu (miernika) analogowego uzytego w pomiarach wyznaczamy
maksymalna wartos¢ niepewnosci catkowitej §(® korzystajac z zaleznosci

C.Z
() — Za%
0 100’

gdzie klasa C, wyrazona jest w procentach, Z oznacza uzywany zakres pomiarowy przy-
rzadu (miernika) [3].
Jesli stosujemy w pomiarach miernik cyfrowy, to

Cdl’
6@ = TS 45,
100 "
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gdzie Cq — klasa (w procentach) miernika cyfrowego, a d, jest rozdzielczo$cia miernika
(zwana takze niepewnoscia dyskretyzacji zalezna od zakresu pomiarowego) [3].

Przedstawione dotychczas metody oceniania niepewno$ci pomiarowych sg przydatne
w pomiarach bezposrednich (zwanych takze pomiarami prostymi), kiedy to wartosci mie-
rzone sg odczytywane bezposrednio ze skali miernika.

3 Statystyczna analiza wynikéw i niepewnosci po-
miaréw posrednich

Przejdziemy do przedstawienia sposobéw wyznaczania ztozonych niepewnosci pomia-
rowych, z ktérymi mamy do czynienia w przypadkach przeprowadzania pomiaréw po-
srednich. Wowcezas to mierzymy wielkosci fizyczne (X, X, ..., Xi), z ktérymi wielko$é¢ Y
mierzona posrednio jest zwiazana relacja (zwiazkiem funkcyjnym — jest to zazwyczaj
wzér matematyczny) postaci

Y:g(X17X27"'aX/€)' (]‘2)

Dokonujac serii pomiaréw wyznaczamy wartosci srednie (T, T, . . ., Tx) 1 na tej podstawie
znajdujemy jako ocene mierzonej posrednio wielkosci Y wartosé

g:g(fhf%"'afk’)' (13)

W nastepnym kroku nalezy wyznaczy¢ niepewnosci standardowe wielkosci posrednich uy .
Przy ich obliczaniu nalezy rozr6zni¢ nieskorelowane i skorelowane pomiary wielkosci mie-
rzonych bezposrednio. Pojecie to przedstawimy na przyktadzie dwoch wielkosci X i1 Z.
Zatozmy, ze {(x1, 21), (z2,22), .-, (Zn, 2,)} sa wynikami serii pomiaréw X i Z.
Wspolezynnikiem korelacji rx z (korelacja z proby) nazywamy wielko$¢

= X2 (14)

gdzie

Pokazuje sie, ze wartosci wspotezynnika korelacji naleza do przedziatu [—1,1]. Jesli
rxz = £1, to punkty (x;,2;) leza na prostej. Méwimy wowczas, ze wielkosci X i Z sa
skorelowane. Jesli rx z < 1, to wielkoSci te nie sa skorelowane.
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Jesli wszystkie wielkosci wystepujace we wzorze (12) sa parami nieskorelowane, to
niepewnos¢ standardowa uy oceny y wielkosci Y obliczamy za pomocg wzoru

%szgji%y+Qﬁ)%%w+m+ngi%w: > (L) o

% % % j=1 X
(15)
gdzie sz, oznacza odchylenie standardowe (8) $redniej arytmetycznej (5) serii pomiaréw
wielkosci fizycznej X, a (0¢g/0%;)x oznacza wartos¢ pochodnej czastkowej funkeji (13)
w punkcie X = (71, Ta, . . ., Tx). Wzor (15) jest matematycznag postacia reguly przenoszenia
niepewnosci pomiarowych nieskorelowanych wielkosci fizycznych w pomiarach posrednich.
Przyktadem pomiaru posredniego, w ktérym mierzymy nieskorelowane wielkosci, jest
wyznaczanie $redniej predkosci v = d/t biegacza, gdzie d i t oznaczaja odpowiednio dy-
stans biegu i czas jego trwania. W tym celu najpierw mierzymy dtugosé biezni (za pomoca
okre$lonego miernika) i wyznaczamy jej warto$¢ srednig d obarczong niepewnoscia sz. Na-
stepnie, innym przyrzadem, mierzymy sredni czas biegu ¢, ktérego niepewnos$¢ wynosi sj.
ZYozona niepewnos¢ pomiaru posredniego predkosci jest rowna

uy = J (1)2 (sg)? + <—(;;2>2 (s2)*,

poniewaz Ov/dd = 1/t, dv/ot = —d/t* i skorzystaliSmy ze wzoru (15).
W wielu przypadkach zalezno$é funkcyjna (12) ma postaé iloczynu

Y= A(X)™ (X)) - - (Xp)™, (16)

gdzie A — stata wielko$¢ (lub bezwymiarowy wspétczynnik), o, sa znanymi wykltadni-
kami (w og6lnosci liczbami rzeczywistymi). W takim wypadku ocena niepewnosci ztozonej
wartosci sredniej (zaktadamy, ze A > 0, 7; > 0)

g = A@)" (@) - (7)™ "

jest dana wzorem

uy = y\/(al>2 (55,)% + (0‘2>2 (52,)2 4+ <O"<)2 (53,)2. (18)

T T Tk

Ostatnig relacje otrzymujemy za pomoca metody pochodnej logarytmicznej. W tym celu
logarytmujemy obie strony wzoru (17)

Ing=InA+a;InT; +axInTs + -+ a;InT (19)
i obliczamy pochodne czastkowe (19), co prowadzi do wyrazen typu

J(In7) 1 0y a;
= — = — 2
0T; yoT; T, (20)
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z ktérych wynika, ze
a@y — g (21)
Lj Zj
Po podstawieniu zwiazkéw (20) i (21) do wzoru (15) otrzymujemy relacje (18).

Pomiary wielkosci fizycznych (X7, Xy, ..., X) nalezy uznaé za skorelowane wtedy, gdy
sg mierzone wielokrotnie za pomoca jednego zestawu doswiadczalnego. Oznacza to, ze
praktycznie wszystkie pomiary elektryczne w pracowniach studenckich sa pomiarami sko-
relowanymi. W takim przypadku trzeba uwzglednia¢ korelacje zachodzace pomiedzy po-
szczegblnymi wielkoSciami mierzonymi bezposrednio i ztozona niepewno$¢ standardowa uy
wielkosci Y mierzonej posrednio wyraza si¢ wzorem

X

k o g 2 ) k k o g o g
v Jz:l (a%)x(sxj) i 2]‘2:11‘%;-1 <awj>x <8(Ez> 7% 0 T X Xe (22)
gdzie zastosowano oznaczenia jak we wzorze (15) i 7x, x, oznaczaja wspotczynnik korelacji
wielkosci X; oraz X; (patrz wzér (14)).

Wzér (15) jest matematyczna postacia reguly przenoszenia niepewnosci pomiarowych
skorelowanych wielkosci fizycznych w pomiarach posrednich.

Przyktadem takich pomiaréw jest wyznaczanie oporu R przewodnika metoda tech-
niczna, w ktorej dokonujemy wielokrotnego pomiaru bezposredniego nate¢zenia pradu I;
oraz spadku napiecia U; (i = 1,2,...,n). Korzystajac z przytoczonych wzoréw wyzna-
czamy kolejno:

(a) wartosci $rednie (5): T oraz U;

(b) ocene wartosci redniej R = U/I — w rozpatrywanym przypadku zalezno$é¢ funk-
cyjna (12) ma postaé ilorazu R = U/I;

(¢) odchylenia standardowe (8): 57 i Sy;

(d) wspétezynnik korelacji (14) ryr;

(e) niepewno$¢ standardowa (22) ug wartosci U:

Up = J (})2 (sv)? + (—?2)2 (51)2+2 (}) (—;) Susirur,

gdzie skorzystano z pochodnych czastkowych OR/OU = 1/1, OR/OI = —U/I>.
Podamy teraz inny sposob wyznaczania oceny niepewnosci pomiarowych za po-
mocag metody rdézniczki zupelnej. Mozna go stosowa¢ w pomiarach wielkosci nie-
skorelowanych. Niech (Z,Zs,...,Tx) beda ocenami zmierzonych bezposrednio wielkosci
(X1, Xo,...,Xk), a (51,39, ...,5) niepewnosciami tych ocen. Jedli zachodzi zwiazek (12),
to niepewnos¢ vy wielkosci Y wynosi

dg

0T,

_ dg
31‘1"8@

dg
52 0Ty,

Sk, (23)

X

X X

gdzie wartosci pochodnych czastkowych obliczamy w punkcie X = (71, Za, . . ., Tk).
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Aby uzasadni¢ wzér (23), nalezy wyznaczy¢ rézniczke zupelng funkeji (12), ktéra ma

nastepujaca postac:
dg = gxgl dz; + 8891 dzs + - gk dz}.

Ostatnie wyrazenie jest nieskoniczenie mala zmiana dy funkcji (12) spowodowana nieskon-
czenie matymi zmianami dz; jej argumentow (j = 1,2,...,k). JeSli teraz potraktujemy
przyrosty dz; jako niepewnosSci oceny §;, tj. polozymy dz; = 5;, a dy jako niepewnos¢
oceny Y, tj. dg = vy, oraz przyjmiemy najmniej korzystny uktad znakéw pochodnych (aby
zmaksymalizowaé sume po prawej stronie ostatniej réwnosci), to otrzymamy wzor (23).
Jedli obliczamy niepewno$¢ ztozona za pomoca (23), to méwimy, ze wyznaczamy ja me-
toda rozniczki zupeltnej.

Metoda rézniczki zupelnej dla zaleznosci (16) prowadzi do oszacowania

=] )

O —
7 uwagi na nierOwnos¢

81
Q1 —
|

il(%) r<j21

ztozone niepewnosci pomiarowe dane wzorami (15) i (23) spetniaja relacje

ED)
Qg —
X2

+ ot

T

Oznacza to, ze do szacowania niepewnosci ztozonych wielkosci nieskorelowanych mozemy
stosowa¢ metode rézniczki zupetnej, ktora jednak przeszacowuje (tj. szacuje z nadmiarem)
wyznaczane wartosci niepewnosci.

Metoda ta nie moze by¢ stosowana do oceny niepewnosci wielkosci skorelowanych, gdyz
w tym przypadku niepewnos$¢ (22) moze by¢ mniejsza lub wieksza od niepewnosci (23).

Poniewaz szacowanie ztozonej niepewnosci standardowej wielko$ci mierzonej posred-
nio w oparciu o skorelowane wielkosci fizyczne mierzone bezposrednio jest do$¢ skompli-
kowane, to w praktyce laboratorium studenckiego zalecamy postepowac nastepujaco:

(a) Wykonujemy serie n pomiaréw wielkosci fizycznych (Xi, Xs, ..., X); oznaczmy
wynik i-tego bezposredniego pomiaru wielkosci X; przez le

(b) Na podstawie zmierzonych wartosci (mgi), xg), . ,x,(f)) dla 7 =1,2,...,n wyzna-
czamy n wartosci y; = g(z\”, 287, ..., 2{”) wielkogci Y mierzonej posrednio.

(c) Zbiér wartosci {y1, Yo, - - - , Yn } traktujemy jako skoniczong n-elementows prébe, po-
dobnie jak w pomiarach bezposrednich. Pozwala to wyznaczy¢ srednia 3 (wzor (5))
oraz odchylenie standardowe sz (wzér (8)).

(d) Przyjmujemy 7 za ocene Y, a sy — za oceng zlozonej niepewnosci standardowej ug.
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